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Funkcijas jutigums

» Funkcijas jutigums uz ievadvardu s(f,x) ir bitu skaits varda x,
kurus nomainot, mainas funkcijas vértiba: f{x) # fx{™).

» s(f) = max{s(f,x) | x € {0,1}"}.
> s,(f) = max{s(f,x) | x € {0,1}", fix) = z}.
» Pieméram, 4 bitu vairakuma funkcijai MAJ4
> s(MAJ, ,0011) = 2,
> s(MAJ,,1101) = 3,
> s(MAJy ,1111) =0,
> so(MAJy) = 2,

> Sl(MAJ4) = S(MAJ4) =3.



Funkcijas bloku jutigums

» Funkcijas bloku jutigums uz ievadvardu bs(f,x) ir lielakais tads
skaitlis b, ka eksisté b neskelosas indeksu kopas
By,...,Bp € [n], kuram flx) # f(x5).

» bs(f) = max{bs(f,x) | x € {0,1}"}.

> bs,(f) = max{bs(f,x) | x € {0,1}", f(x) = z}.



Bloku jutiguma piemeérs

> 4 bitu sakartotibas funkcija ORDy ir 1 tad un tikai tad, ja
ievades biti ir sakartoti.

v

Sakartoti ir, piemeram, vardi 0000, 0011, 1000, bet ne 1011.
S(ORD4) = 2.
bs(ORDy4) = 3.

v

v

v

Piemeram, vardam 0000 ir 3 jutigi bloki:




Sertifikati
» Sertifikats c ir tads dalgjs vertibu piekartojums ievades

pozicijam c¢: S — {0,1},S C [n], ka tas nosaka funkcijas
vertibu.

» Sertifikatu sarezgitiba uz ievadvardu C(f,x) ir garums 1sakajam
sertifikatam, kuram x atbilst.

» Ekvivalenti C(f,x) ir mazakais x bitu skaits, kuru vértiba
jazina, lai varetu viennozimigi pateikt funkcijas vertibu.

» C(f) = max{C(f,x) | x € {0,1}"}.
> z-sertifikats nosaka funkcijas vértibu z.

» C,(f) = max{C(f,x) | x € {0,1}", f(x) = z}.



Sertifikatu piemers

> 4 bitu vairakuma funkcijai MAJ4

» 1-sertifikati ir, pieméram, x111, 1111;
> sertifikati nav, pieméram, Osxxkx, 10%x;
» Go(f) =2;

> G(f) =) =3.



Zinamas sakaribas

» Bloku jutigumam ir zinamas polinomialas saistibas ar
daudziem citiem sarezgitibas meriem:

[ [ B9 | [ D [ deeld
bs(f) - O(C(f) | O(D(f)) | O(deg(f))
C(f) || o(bs(H?) - O(D(f)) | O(deg(H?)
D(f) || O(bs(f)’) | O(C(£)%) - O(deg()”)
deg(f) | O(bs(f)*) | O(C(H?*) | O(D(f)) -




Aplukota problema

» Sensitivity conjecture — ar1 jutigums ir polinomiali saistits ar
Siem meériem.

» Tradicionali tiek aplikota saistiba starp s(f) un bs(f).

» Labakie zinamie ierobezojumi — eksponenciali.

» Labakas zinamas konstrukcijas — kvadratiskas.



Labakie ierobezojumi

> llgu laiku labakais bija Kenyon un Kutin 2004. gada rezultats:

bs(f) < \/‘;Wesmm.

» Ambainis, Bavarian, Gao, Mao, Sun un Zuo to nesen uzlaboja:

bs(f) < 250 ~1s(f).



Labakas konstrukcijas

> llgu laiku labaka bija Rubinstein 1995. gada konstrukcija:

» Virza to nedaudz uzlaboja:

bs() = (1 + gs(1).

» Ambainis un Sun to uzlaboja vairak:



Rubinstein konstrukcija

» Apliukojam funkciju g no m = 2k mainigajiem, kura ir 1 tad un
tikai tad, ja izpildas viens no $ada veida sertifikatiem (piemera
k=15):

11 00 00 00 00
00 11 00 00 00
00 00 11 00 00
00 00 00 11 00
00 00 00 00 11

v

so(g) =1, s1(g) = m, bsy(g) = m/2.
Konstrugjam f ka OR kompoZiciju ar So g

v

fix) = O_Ff g(Xi,h cee aXi,m)-

v

so(f) = m, si(f) = m, bsy(f) = m?/2.
Tatad bs(f) = 3s(f)>.

v



Virzas konstrukcija

> Aplukojam funkciju g no m = 2k+ 1 mainiga, kura ir 1 tad un

tikai tad, ja izpildas viens no $ada veida sertifikatiem (piemera
k=15):

11 00 00 00 00

00 11 00 00 00

00 00 11 00 00

00 00 00 11 00

00 00 00 00 11

00 00 00 00 00

> so(g) =1, s1(g) = m, bsy(g) = k+ 1.
» Konstrugjam f ka OR kompoziciju ar $o g

_ o O O OO

fix) = OJ} g(Xi,h e aXi,m)-

> so()=m, si(h)=m bso(f):m2/2+m/2.
» Tatad bs(f) = $s(H? + 3s(1.



Ambaina un Sun konstrukcija

» Aplukojam funkciju g no m = 2(2k+ 1) mainiga, kura ir 1 tad
un tikai tad, ja izpildas viens no $ada veida sertifikatiem
(pieméra k = 2):

11 00 00 Ox Ox
O« 11 00 00 O«
0Ox O« 11 00 00
00 O« O« 11 00
00 00 Ox Ox 11

v

so(g) =1, si(g) = 3k+2, bsy(g) = 2k+ 1.
Konstrugjam f ka OR kompoziciju ar 30 g:

v

3k+2
fix) = glf g(Xi1, -y Xim)-

v

so(f) = 3k+2, s1(f) = 3k+ 2, bsy(f) = (3k+2)(2k+ 1).
Tatad bs(f) = 2s(H)? — 1s(f).

v



Konstrukciju visparinajums

v

Funkcija g ar sp(g) = 1, si(g) = m, bsy(g) = k.

> fx) = ORg(Xi1, -, Xin).

v

so(f) = m, si(f) = m, bsy(f) = km.

v

Ambainis un Sun pierada, ka ar $adu konstrukciju
bs(f) = 2s(f)? — £s(f) ir optimals.



Aplukotais variants

» Funkcija g ar so(g) > 2.

s1(g)/s0(g)
> f(X) = O_$ g(Xl',la s 7Xi,n)'

> Lai uzlabotu Sobritgjo rezultatu, nepieciesams

3 bsy(g)

si(g) <5 o)




Saistiba ar sertifikatu sarezgitibu

» Visam labakajam konstrukcijam s, (f) = Ci(f).

v

Izvirzam hipotézi, ka funkcijam, kas maksimize atskiribu starp
so(f) un bsy(f) vienmer izpildas st sakariba.

v

Kenyon un Kutin pierada, ka

1b50(f)
G(f) > SRYGR

Tadu pie s;1(f) = Ci(f) tas lauj iegtt funkciju, kurai

bs(f) = 2s(f)?.

Sadu funkciju itergjot varétu iegiit virs-kvadratisku atskiribu.

v

v



Rezultats

» Uzlabojam Kenyon un Kutin rezultatu uz

S §b50(0 1

G(f) =3 () 2

» ST robeZa ir asimptotiski cie$a, jo OR no so(f) Ambaina un
Sun konstrukcija izmantotajam funkcijam g lauj patvaligam
so(f) iegtt funkciju, kurai

o §b50(f) 1

QM—2%M 2’




Pieradijums

» Nezaudgjot visparigumu varam pienemt, ka O-ievade, kas
sasniedz bsy(f), ir visas nulles — 0".

» Katrs vards {0"}5 atbilst citam minimalajam 1-sertifikatam

[& P .,CbsO(f).



Sertifikatu pretrunu grafs

> lzveidojam bsy(f) virsotnu pilnu grafu G — katra virsotne
atbilst kadam ¢;.

» Katrai Skautnei piekartojam svaru — pretrunu skaitu starp
atbilstosajiem sertifikatiem.

» Piemérs ar daziem 1-sertifikatiem sakartotibas funkcijai ORDy:



Grafa svars

» Par grafa svaru w(G) sauksim ta Skautnu svaru summu.

» Paradisim, ka




Indukcija par apaksgrafiem

» Aplikojam inducétu apaksgrafu G' = (V/,E'). ApzZimgjam

V| =m.
» Paradisim, ka )
3 m 3
>"—_ _°m
w(G) %0 5
» Baze: m < sp(f). Tad
3m* 3
- _ _ \07
25(f 2"

bet w(G') = 0



Indukcijas solis
> m > sy(f), visiem mazakiem apaksgrafiem Tpasiba jau

pieradita.

» Atrodam &7 apaksgrafa sy(f) virsotnu induceto apaksgrafu ar
mazako svaru. Apzimgjam So grafu ar H.

» Paradisim, ka katram sertifikatam ve G \ H ar visiem H
sertifikatiem kopa ir vismaz 3 pretrunas.




Virsotne ar < 3 pretrunam

» Pienemam pretgjo, eksisté v € G\ H, kurai ar H ir ne vairak
ka 2 pretrunas.

» Tad Aplukojam G induceto apaksgrafu H' = HU {v}. Taja
bis so(f) + 1 virsotne un ne vairak ka w(H) + 2 pretrunas.

» Ja eksistetu u € H', kuram H' iek8iené ir vismaz 3 pretrunas,
tad H' \ {u} bitu sy(f) izmera apaksgrafs ar mazaku svaru par
w(H). Tatad tads neeksiste.

» Lidz ar to H' iekSiene katram sertifikatam ar pargjiem ir ne
vairak ka 2 pretrunas.



Sertifikatu grafi ar maz pretrunam

> Sertifikatu pretrunu grafs, kur katram ar pargjiem ir ne vairak
ka 2 pretrunas, var sastavet tikai no dazu veidu komponentem

ar ne-nulles Skautnem:

» Darba pieradits, ka funkcijai ar $adu 1-sertifikatu grafu
0-jutigums ir vismaz ta virsotnu skaits..

» H'ir so(f) + 1 virsotnes, lidz ar to més iegutu so(f) > so(f) + 1
— pretrunu.



Indukcijas pareja

» Grafa G\ H bus m — sy(f) sertifikati, tatad p&c indukcijas
vismaz $ads skaits pretrunu:

2 So(f) 2

» Pec ieprieks pieradita starp katru v € G'\ Hun H ir vel vismaz
3 pretrunas, tatad kopa ir vel 3(m — sy(f)) $adu pretrunu.

§(m_50(f))2 3(m—50(f)).

» Tatad kopa grafa G’ bis vismaz nepiecieSamais skaits
pretrunu:

[\]

m2

so(f)

m.

no| o
N



Pieraditais rezultats

» Nemot ka G pasu G iegiistam mekleto:

%bSQ(f)2 3

w(G) > - §bso(f).

- 2 Sg(f)

» Katra pretruna atbilst nullei viena no ¢;. Sertifikatu kopa ir
bsy(f), tatad vismaz vienam no tiem ir vismaz

3bsy(f) 3
2 s(f) 2
nullu. Katram no tiem vel ir vismaz viens vieninieks, lidz ar to
3 bSO(f) 1
G(f) = 2 - -
if 2 3 so(f) 2



Turpmakais darbs

» Turpmak vargtu petit sakaribu starp Ci(f) un si(f). Tos saista
Sada sakariba:

G < 22075 (f) = (s0(h) — 1)

» No otras puses, labakajam zinamajam funkcijam, kas So
atskiribu maksimize, C(f) = O(sp(f)s1(f)).

» Jau pie so(f) = 2 nav zinamas funkcijas, kas sasniedz So
robezu C(f) < 2s1(f) — 1.



Paldies par uzmanibu



