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Bila funkcijas

» Bila funkcijas:

fix1,x2,...,%n) : {0,1}" — {0,1}.

» Piemeri:

ORo = x1 V X0 AND3 = x1 A X9 A\ x3.



Saturs

Sarezgitibas méri



Lémumkoku sarezgitiba

» Lemumkoku sarezgitiba D(f)
ir augstums isakajam
lemumkokam, kas rekina
funkciju f.

» Pieméram, koks, kas rekina
fix) =x1 V (x2 A x3).

> Ar diviem jautajumiem So
funkciju izrekinat nevar,
tade| Sis koks ir optimals un
$aja gadijuma D(f) = 3.




Varbutisko lemumkoku sarezgitiba

» Varbiitisks lemumkoks pielauj veikt varbutiskas izvéles.

» Koka augstuma vieta tiek minimizets maksimalais sagaidamais
jautajumu skaits par visiem ievadvardiem.

» Varbitiska [emumkoku sarezgitiba R(f) ir Sis skaits labakajam
varbutiskajam lemumkokam, kas rekina f.



3-bitu vairakuma funkcijas lemumkoku sarezgitiba

» MAJ3(001) = MAaJ3(000) = 0. » D(MAJ3) = 3,

» MaJz(101) = Mayz(111) = 1. > R(Majg) = 22.




Funkcijas jutigums

» Funkcijas jutigums uz
ievadvardu s(f, x) ir bitu
skaits varda x, kurus
nomainot, mainas funkcijas
vertiba: flx) # fxih).

» Pieméram, 3 bitu vairakuma
funkcijai MAJs:

» s(MaJjs, 000) =0,
» s(Mauis, 001) = 2,

» s(MaJs, 101) = 2.




Funkcijas jutigums

» Funkcijas jutigums ir maksimalais tas jutigums par visiem
ievadvardiem:

s(f) = max{s(f,x) | x € {0,1}"}.

> Funkcijas 0 un 1 jutigumi ir maksimalie par ievadvardiem ar
atbilstoSo vertibu:

s,(f) = max{s(f, x) | x € {0,1}", fix) = z}.

» Piemeram, 3 bitu vairakuma funkcijai MAJs3
So(MAJg) = Sl(MAJg) = S(MAJg) = 2.

» Savukart, 3 bitu AND:
» so(AND3) = 1;
» 51(AND3) = s(AND3) = 3.



Funkcijas bloku jutigums

> fir jutiga uz ievades poZziciju » SORTy(x) =1 <
kopu jeb bloku, ja, x1 < xo < x3 < x4 vai
nomainot visas So bitu X1 = Xo = X3 = X4.
vertibas, mainas ari f
vertiba. > bs(SORT4, 0000) = 3.

» Funkcijas bloku jutigums uz
vardu bs(f, x) ir maksimalais
nesSkeloSos jutigu bloku
skaits.

» Apliikojam 4 bitu
sakartotibas funkciju SORTy.




Funkcijas bloku jutigums

» Formali, funkcijas bloku jutigums uz ievadvardu bs(f, x) ir
lielakais tads skaitlis b, ka eksisté b neskeloSas indeksu kopas
By,...,Bp € [n], kuram f(x) # f(xB).

» bs(f) = max{bs(f,x) | x € {0,1}"}.

> bs,(f) = max{bs(f,x) | x € {0,1}", (x) = z}.



Sertifikatu sarezgitiba

» Sertifikats c ir tads dalgjs vertibu piekartojums ievades
pozicijam c¢: S — {0,1}, S C [n], ka tas nosaka funkcijas
vertibu.

» z-sertifikats nosaka funkcijas vértibu z.
> 4 bitu sakartotibas funkcijai SORTy

» O-sertifikati ir, piemeram, 010%, 1x01, 1001;

> sertifikati nav, piemeram, Oxsxx, x10x.



Sertifikatu sarezgitiba

» Sertifikatu sarezgitiba uz ievadvardu C(f, x) ir garums
Tsakajam sertifikatam, kuram x atbilst.

» Ekvivalenti C(f, x) ir mazakais x bitu skaits, kuru vértiba
jazina, lai varetu viennozZimigi pateikt funkcijas vertibu.

> C(f) = max{C(£,x) | x € {0,1}".

» C,(f) = max{C(f,x) | x€ {0,1}", (x) = z}.



Saturs

Jutiguma hipotéze



Zinamas sakaribas

» Bloku jutigums ir polinomiali saistits ar lemumkoku
sarezgitibu:

bs(f) < D(f) < bs(f)”.

» Caur bloku jutigumu tiek iegttas ari saistibas ar daudziem
citiem sarezgitibas meriem, piemeram:
» D(f) < bs(f® < 2TRy(A?;

» D(f) < deg(f)bs(f) < Qdeg(f)?’. (polinoma pakape)



Zinamas sakaribas

polinomiali saistiti



Jutiguma hipoteze

v

Vai s(f) art polinomiali saistits ar Siem meriem?

v

Zinams, ka s(f) < bs(f).

v

Jutiguma hipoteze:

’bs(f) = O(s(f)°) kadai konstantei c.

v

Probléma atklata jau vairak neka 25 gadus.



Labakas konstrukcijas

> llgu laiku labaka bija Rubinstein 1995. gada konstrukcija:

» Virza to nedaudz uzlaboja:

bs(f) = 5(£)” + 5.

» Ambainis un Sun to uzlaboja vairak:




Labakie ierobezojumi

» Pirmo netrivialo robeZu deva Simon:
bs(f) < 45D s(f).

> llgu laiku labakais bija Kenyon un Kutin 2004. gada rezultats:

ees(f)s.
Nor Vs(h

» Ambainis, Bavarian, Gao, Mao, Sun un Zuo to nesen uzlaboja:

bs(f) <

bs(f) < 2N=1s(f) — s() + 1.




Funkcijas, kuram hipoteze izpildas

» Monotonam funkcijam s(f) = bs(f).
» Grafu Tpasibam s(f) = Q(|V]) = Q(v/n).

» Funkcijam ar s;(f) = Ci(f) izpildas

2

bs() < 5+ o(1)) (s (.



Rezultats

> legtts jauns labakais novértejums bloku jutiguma un jutiguma
attiecibai:

b < (1) < max (2901 (s - 1) (9.

> leprieksgjais rezultats:

bs(f) < C(f) < 25N~ 1s(f) — s(f) + 1.



Gadijums s;(f) = 2

> legutais rezultats $aja gadijuma dod $adu novertgjumu:

Co(f) < 250() — 5.

> Pieradits sads novértgjums:

9

Go(f) < gso(f)-

» lerobeZojot art sy(f) < 6, pieradits

3

G(f) < 5s0(f),

kas sakrit ar labakam zinamajam konstrukcijam.



Saturs

Rekursiva M AJ3 funkcija



Rekursiva MAJ3 funkcija

» MAaJs , — funkcija no 3" mainigajiem. Ja h = 0, atgriez
vienigo mainigo. Citadi sadala ievadi tris dalas, katrai rekursivi
izrekina MAJ3 1 un péc tam izrékina rezultatu MAJ3.

» Piemeram, MAJ3o:




Aplukota problema
» Kads ir R(MAJ3 5)?

» Rekursivi izmantojot ieprieks aplukoto varbutisko lemumkoku,
varam iegiit (22)" = (2.666...)" .




Sobritgjie rezultati
» Apaksgja robeza (Géds un Jayram): R(MaJs ) > 2.59".

» Labakais algoritms (Magniez, Nayak, Santha, Sherman,
Tardos, Xiao) sasniedz (1.007) - 2.64944".

» Algoritma ideja: veikt rekursivus izsaukumus 2 [imenus zemak
(x1 un x2) un atkariba no to rezultatiem izvéleties, kuru y
jautat pirmo.




Miusu pieeja

> Vai eksiste labaks algoritms, kas izmanto zemakus rekursivos
izsaukumus?

» Apliukojam visus algoritmus, kas veic rekursivus izsaukumus ne
vairak ka 3 limenus zemak.

> Izmantojot optimizetu datorparlasi, iegtistam, ka Sobritgjais
algoritms ir labakais iespg€jamais starp sadiem.



Saturs

Sertifikatu parklasanas problema



Problemas nostadne

» Dota neskeloSos sertifikatu kopa, kas noklaj visu ievades vardu
telpu, turklat katra sertifikata garums ir < m.

» Pieméram, viena sada kopa pie m = 2
¢G|0 o0 *
G|o 1 *
G|l * 0
G|1 * 1

» Soreiz ne gluzi Biila funkcija — f(x) atrod, kuram no Siem
sertifikatiem x atbilst.

» Gribam noskaidrot D(f) — cik x bitu japajauta, lai noteikti
uzzinatu sertifikatu, kuram x pieder.



Algoritms

» k(m) — jautajumu skaits, kads nepiecieSams, lai paprasitu
vismaz vienu nofikseétu bitu no katra sertifikata.

» Paprasam Sos k(m) bitus.

» Pec tam sertifikati biis garuma < m — 1, tade| varam jautat
k(m — 1) bitus, lai samazinatu garumu vél par viens.

» Kad visi sertifikata biti pajautati, zinam, vai x tam atbilst.
» Kopa k(m) + k(m—1) 4+ ...+ k(1) jautajumi.

> k(m) < m, tade| k(m) + k(m—1) + ...+ k(1) < m?/2.



Apakseja robeza
» Cik liels var but k(m)?

> legiita konstrukcija, kas parada, ka k(m) > 7.

» Konstrukcijas pamata — izveidojam komplektu no m
sertifikatiem garuma m — 1 kuriem katram ar katru ir
pretruna, katra pretruna ir cita pozicija, un sertifikati citur
neskelas. Pieméram, pie m = 4:

¢G|/0 0 0 * * *
G|I1 * * 0 0 *
G|* 1 * 1 * 0
G|* * 1 * 1 1

» Skaidrs, ka viens jautajums var parklat tikai 2 no Siem
sertifikatiem, tadel tiem nepiecieSami m/2 jautajumi.



Papildinajuma piemérs

» Talak pieradam, ka Sos sertifikatus var papildinat ta, lai
noklatu visu ievades telpu ar sertifikatiem ne garakiem par m.

» Piemérs sim papildinajumam pie m = 4:

G|o o0 0 * * *
G|I1 * * 0 0 *
G|* 1 * 1 * 0
G|* * 1 * 11
0o 01 * * 0
1 * * 0 10
o1 0 * * 1
1 * * 1 0 1
01 * 0 * o0
1 0 * 1 * 0
o * 1 * 0 1
1 * 0 * 11




Paldies par uzmanibu



